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Аннотация. Популяция байкальского омуля подвержена различным 
воздействиям окружающей среды. Существенное влияние на популяцию 
оказывают антропогенные факторы, в частности рыбный промысел. Де-
стабилизирующим фактором в схеме регулирования промысла омуля 
выступает неучтенный вылов, масштабы которого достаточно велики и 
являются результатом снижения эффективности охраны рыбных запасов. 
Кроме введения запрета на промышленное рыболовство байкальского ому-
ля и мер по ограничению любительского и традиционного рыболовства, 
необходимо принимать дополнительные меры по борьбе с браконьерством.

В статье рассматривается модель динамики численности популяции 
c учетом официального вылова и браконьерства. Главное предположение 
состоит в том, что интенсивность браконьерской деятельности определя-
ется уровнем активности официального промысла. С помощью принципа 
максимума Понтрягина в представленной модели исследуются некоторые 
задачи оптимального управления с терминальными критериями качества. 
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Найдены все оптимальные стратегии официального промысла при различ-
ных значениях параметров модели. В заключении предложены некоторые 
модификации исходной модели, анализу которых планируется посвятить 
дальнейшее исследование.

Ключевые слова: рыболовство, численность популяции, браконьер-
ство, математическое моделирование, оптимальное управление, принцип 
максимума Понтрягина.
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A MODEL FOR OPTIMIZING 
THE PRODUCTION OF RENEWABLE
RESOURCES ON THE EXAMPLE 
OF THE BAIKAL OMUL FISHERY

Abstract. The population of Baikal omul depends on various envi-
ronmental influences. Anthropogenic factors, in particular fisheries, have a 
significant impact on the population. An unaccounted catch is one of desta-
bilizing factors in the regulation scheme for omul fishing. Its scale is quite 
large due to the decreasing in the efficiency of protection of fish stocks. In 
addition to introducing a ban on industrial fishing of Baikal omul and mea-
sures to limit recreational and traditional fishing, it is necessary to take ad-
ditional activities for counteraction of poaching.

The paper considers a model of population dynamics taking into ac-
count official catch and poaching. The main assumption is that the intensity 
of poaching is determined by the level of activity of official fishing. Using 
the Pontryagin Maximum Principle, we study some optimal control problems 
in the presented model with terminal quality criteria. All optimal strategies 
for official fishing have been found for various values of the model parame-
ters. In conclusion, some modifications of the original model are proposed, 
the analysis of which is planned to be devoted to the further research.

Keywords: fishing, population, poaching, mathematical modeling, 
optimal control, Pontryagin Maximum Principle.
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В последние годы в СМИ часто говорилось об угрозе 
сокращения водных биологических ресурсов Байкала, в том 
числе о падении численности омулевого стада озера. В целях 
предотвращения сокращения популяции байкальского энде-
мика Минсельхоз России Приказом от 07.11.2014 N435 внес 
изменения в правила рыболовства для Байкальского рыбо-
хозяйственного бассейна, установливающие ограничения на 
вылов байкальского омуля�.                                                                                     



 System Analysis & Mathematical Modeling. 2020. Т. 2, №  1

7ISSN 2713-1734

Так с 1 октября 2017 года введен запрет на промыш-
ленную ловлю омуля. Данный запрет не затрагивает тра-
диционный промысел коренных малочисленных народов 
Севера (КМНС), которым предоставляют квоты на вы-
лов. По данным 2018 года квота, предоставленная КМНС 
«для сохранения ремесла и традиций», составила 55 тонн. 
Также установлены квоты для осуществления рыболовства 
в научно-исследовательских и контрольных целях, объ-
ем которых не превышает 15 тонн для всех пользователей.  
При осуществлении любительского рыболовства суточная нор-
ма вылова составляет не более 5 кг. на человека. При этом 
рыбаки, поймавшие омуля, не вправе продавать рыбу.

Несмотря на это, по оценкам некоторых экспертов, запре-
тительные меры привели к росту браконьерства и незаконной 
добычи рыбы. Браконьерство стало массовым явлением [1–9]. 
Проверки мест реализации рыбной продукции, проведенные 
в апреле-мае 2018 года природоохранной прокуратурой, по-
казали, что реализуемый в Байкальском регионе омуль до-
быт браконьерским путем. В нерестовый период в 2018 году 
проведено 793 рейда, изъято 3,5 тонны незаконно добытого 
омуля. Среди нарушителей не только приезжие браконьеры, 
но и обычные жители поселков на берегу Байкала.

Для исследования динамики популяции байкальского 
омуля в рассматриваемой акватории предлагается и иссле-
дуется математическая модель в предположении, что разре-
шенный (официальный) промысел суть основной экзогенный 
фактор численности популяции омуля, при этом вторичным 
фактором является браконьерская (неофициальная, скры-
тая) добыча. Заметим, что скрытая добыча количественно 
может существенно превосходить официальный вылов, од-
нако, в работе предполагается, что интенсивность браконьер-
ской деятельности прямо зависит от реализуемых объемов 
разрешенного промысла. Считаем, что браконьеры отслежи-
вают активность официальных добытчиков и корректируют 
своё поведение соответствующим образом: низкая и, нао-
борот, высокая интенсивность лова официальным образом 
влечет невысокие темпы скрытой добычи, с другой сторо-
ны, умеренный уровень разрешенного вылова ведет к акти-
визации деятельности браконьеров. В первых двух случаях 
браконьеры считают, что лов неэффективен — либо рыбы 
почти нет, либо она почти вся вылавливается официально. 
Во втором случае (при умеренном разрешенном лове) пред-
полагается, что «игра может стоить свеч», и браконьеры наи-
более активны.

Отметим, что кроме браконьерства на популяцию также 
влияет вырождение промысла частиковых рыб на Байкале, 
являющиеся конкурентами и хищниками в прибрежной ча-
сти Байкала для молодой особи омуля [10]. Однако в данной 
статье этот факт не учитывается.
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На сегодня в математической литературе можно выде-
лить два основных идейно разных подхода к моделированию 
популяции рыб:

1. Имитационные моделирование — метод, позволя-
ющий строить модели, описывающие процессы так, как 
они проходили бы в действительности [11–13]. Как пра-
вило такие модели реализуются с помощью компьютер-
ных программ и практически заменяют собой эксперимент.  
Грамотно построенная модель может использоваться для по-
строения прогноза. Однако, если такие модели сложны и не 
могут объяснить функционирования определенных систем, то 
они не являются показательными.

2. Динамическое моделирование. Под динамической моде-
лью понимается система законов (или правил), описывающих 
изменение состояния объекта во времени. На математическом 
языке динамические модели зачастую описываются с помощью 
систем дифференциальных и разностных уравнений, графов 
и других математических объектов [14–22].

В данной работе основное внимание сконцентрировано 
на исследовании динамической модели динамики численности 
популяции c учетом вылова и браконьерства, а также некото-
рых оптимизационных задач в ней.

Основные предположения:

1. Рассматривается определенная акватория (например, 
пролив Малого моря), в которой наблюдается популяция 
байкальского омуля.

2. В данной акватории находятся игрок A , который за-
нимается официальным промыслом (например, рыболовное 
предприятие), и все остальные нелегальные добытчики — игрок 
B , который, ориентируясь на интенсивность вылова игрока 
A , также принимает участие в вылове. Предполагается, что 
интенсивность деятельности игрока B  описывается функцией 

( ) (1 )q u u u= − , где [0,1]u∈  — интенсивность лова игрока A .

При данных предположениях опишем модель динамики 
численности популяции:

(1 )x ax b cxu dxu u= + − − − , [0,1]u∈ , 0 0( )x t x= , 

0 1[ , ]t t t∈
Здесь

,  a b R∈  — коэффициенты, характеризующие естественный 
прирост (убыль) популяции, без учета вылова;
ñ R+∈  — коэффициент эффективности вылова игрока A;

d R+∈  — коэффициент эффективности вылова игрока B.

.
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0x  — численность популяции в начальный момент времени 0t .

cxu  — вылов игрока A;
(1 )dxu u−  — вылов игрока B ,

временной промежуток 0 1[ , ]t t  фиксирован.

Фазовая переменная ( )x t  означает численность популя-
ции омуля в момент времени t , а управляющая переменная 

( )u t  — интенсивность отлова «официальным» игроком A  в 
момент времени t .

Предварительный анализ модели
Будем исследовать представленную модель с помощью 

принципа максимума Понтрягина [22] с целью определить ка-
чественные свойства потенциальных экстремальных управлений 
(стратегий вылова игрока A) при простейших терминальных 
целевых показателях вида 1( ) ( ( )) minJ u l x t= → , зависящих от 
численности популяции в конечный момент рассматриваемого 
интервала времени. Для этого представим и исследуем часть 
соотношений принципа максимума.

Введем функцию Понтрягина (гамильтониан)

( )(1 )H ax b cxu dxu uψ= + − − − ,

и рассмотрим гамильтонову (каноническую) систему

( )
(1 ),

(1 )x

x H ax b cxu dxu u
H a cu du u
ψ

ψ ψ
= = + − − −

 = − = − + + −





при [0,1]u∈ .

Заметим, что сопряженная функция ( )tψ  всюду на 0 1[ , ]t t  
сохраняет свой знак (либо тождественно равна нулю).

Анализ условия минимума функции Понтрягина

( )(1 ) minx cu du uψ− + − → , [0,1]u∈ ,

при учете вышеуказанного замечания, приводит к следующим 
трем очевидным вариантам экстремальных стратегий игрока A:

1. Случай, когда ( ) 0tψ >  для всех t , который соответ-
ствует стремлению максимального уничтожения популяции в 
данной акватории. Если

a. c d> , т. е., когда эффективность официального про-
мысла игрока A выше эффективности всех браконьеров (игро-
ка B ), то предприятию A следует действовать с максимальной 
интенсивностью, т. е. 1u∗ ≡ .

,
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b. c d< , т. е., когда эффективность официального про-
мысла игрока A ниже эффективности всех браконьеров (игро-
ка B ), то интенсивность игрока A  должна устанавливаться 
на уровне 

2
c du

d
∗ +
≡ , а интенсивность игрока B  пересчиты-

вается как 
2 2

2( )
4

d cq u
d

∗ −
= . В результате общий (суммарный) 

вылов будет максимальным.

2. Случай ( ) 0tψ <  для всех t  содержательно отвечает 
стремлению игрока A к максимизации численности популяции 
в конечный момент времени (возможно, с целью обеспечения 
максимального вылова к концу рассматриваемого временного 
периода). Экстремальное управление при этом тождественно 
равно нулю (что соответствует отсутствию промысловых ме-
роприятий); как следствие улов игрока B  — ( ) 0q u∗ = .

3. Случай ( ) 0tψ ≡  содержательно неинтересен, не даёт 
конкретных рекомендаций по уровню вылова, а по теории 
(в соответствии с необходимыми условиями оптимальности) 
не приводит к экстремальным решениям.

Проведенный выше анализ части соотношений принципа 
максимума Понтрягина позволяет сделать вывод о нецелесо-
образности рассмотрения терминальных задач оптимального 
управления в данной модели без дополнительных ограниче-
ний. Однако это заключение не исключает необходимости 
исследования задач с интегральным целевым функционалом 
(и, возможно, ограничениями). Также автор планирует рас-
смотреть некоторые модификации предложенной модели и 
соответствующие задачи динамической оптимизации.

Во-первых, вместо постоянных параметров модели  
( , , ,a b c d ) могут рассматриваться функции времени и даже 
состояния (последнее должно существенно усложнить модель). 
Такие модификации допускают естественные интерпретации, 
например, они могут моделировать изменение технологии до-
бычи, эффект масштаба и др.

Кроме того, в качестве одной из возможных модифика-
ций планируется рассмотреть следующую модель:

0 0

0 0

,  ( ) ,
(1 ),  ( ) ,

x ax b cxu y x t x
y dxu u y t y
= + − − =

 = − =





( ) [0,1]u t ∈ . Здесь ( )y t  — фазовая переменная, описывающая 
отлов игрока B  в момент времени t . В отличие от предыду-
щей модели, здесь отлов игрока B  всегда неотрицателен и 
возрастает в случае умеренного вылова игроком A .
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